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ABSTRACT

Hansen-Patrick’s Method is one of iteration method with third order convergence used to
solve the nonlinear equation. In here, the author modified Hansen-Patrick’s Method by
reducing the second derivative using quartic equation to obtain a higher convergence order.
Based on the result of the research, a new iteration equation with fourth-order convergence
was obtained by involving three functions evaluation and the efficiency index of 1,587401.
Numeric simulation were held on several functions to find out the advantages of new iteration
method with Newton’s Method, Chebyshev’s Method, Halley’s Method, and Potra-Ptak’s
Method. The result Numerical simulation prove that the accuracy of new iterative method is
better than the other method.

Keywords : efficiency index, Hansen-Patrick’s Method, nonlinear equations, order of
convergence, quartic equation.

PENDAHULUAN
Persamaan nonlinear adalah persamaan yang memiliki variabel berderajat lebih dari satu
atau mengandung nilai fungsi nonlinear, seperti log, sin dan lain sebagainya. Penyelesaian
dari persamaan nonlinear adalah menentukan akar suatu persamaan nonlinear dalam bentuk
f(x)=0 (1)
Persamaan (1) dapat diselesaikan dengan menggunakan metode iterasi, metode iterasi
digunakan untuk memperoleh hasil yang mendekati nilai sebenarnya.
Salah satu metode iterasi yang biasa digunakan yaitu metode Newton, yang didapatkan
dari pemotongan deret Taylor orde satu, dengan bentuk :
Xpl =Xy — S (%)
ACH)
Persamaan (2) memiliki orde konvergensi dua dan melibatkan dua evaluasi fungsi.
Kemudian Hansen dan Patrick memberikan bentuk umum yang disebut dengan Metode
Hansen-Patrick, yang diperoleh dari pengembangan metode Newton:

)

L p+1 £Gen)
ntl ﬂj;Jl—(ﬂ4—DLf(xn) f'CGen)

f#—1eR 3)

X

dengan

FMIPAKes UMRI Fis 16



Prosiding SainsTeKes Vol: 1/ Agustus 2019
Semnas MIPAKes UMRi .

NCAVICHN
f(x,)°

Pada beberapa metode iterasi yang terdapat turunan kedua f"(x,) memungkinkan

Li(x,)= 4

terjadinya permasalahan dibeberapa kasus. Beberapa Peneliti mengembangkan metode iterasi
yang bebas turunan kedua dengan tetap mempertahankan jumlah evaluasi fungsi dan
memiliki orde minimal tiga untuk mengatasi persoalan tersebut. Oleh karena itu, beberapa
Peneliti mengembangkan Metode Hansen-Patrick dengan mengganti turunan kedua f"(x,).

Turunan kedua dapat diganti dengan menggunakan fungsi, seperti yang dilakukan oleh
Xiaojian yang mengganti f"(x,) pada Metode Chebyshev-Halley menggunakan persamaan

hiperbola dan Yu dan Xu mengganti f"(x,) pada Metode Chebyshev-Halley Like

menggunakan persamaan parabola.
Berdasarkan uraian di atas Penulis akan mengembangkan Persamaan (3) dengan
mengganti turunan kedua menggunakan persamaan kuartik.

METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penilitian adalah studi literature dengan mengumpulkan
data dan informasi terhadap materi-materi yang terkait dalam penelitian dengan langkah-
langkah sebagai berikut :

1. Mendefinisikan kembali Metode Hansen-Patrick pada Persamaan (3).

2. Mengekspansi Metode Hansen-Patrick menggunakan Deret Taylor.

3. Turunan kedua pada Metode Hansen-Parick ditaksir menggunakan persamaan

kuartik.

4. Menentukan orde konvergensi dan indeks efisiensi dari metode iterasi yang

diperoleh serta menentukan simulasi numerik menggunakan Maple 13.

Selanjutnya, sub-bab ini memuat beberapa definisi dan teorema dasar yang dapat
digunakan sebagai landasan materi untuk uraian pada bagian selanjutnya yang ditulis sebagai
berikut ini.

Teorema 1 (Deret Taylor) (Larson dan Edwards, 2010) Misalkan /' adalah sebuah fungsi
yang turunan ke- (n +1), dalam interval terbuka I yang mengandung c. Maka untuk masing-
masing x dalam I, terdapat z diantara x dan ¢ sedemikian sehingga

" (m)

=@+ r@w-0+1 -0 et O ey v ),
dengan
R (=L )

(n+1)!
disebut suku sisa atau kesalahan (error).
Definisi 1 (Orde Hampiran) (Munir, 2013) Misalkan f(#) dihampiri dengan fungsi p(#).

Jika| f(h) — p(h)| < M|h"

(x—c)" x<z<c.

, dengan M adalah konstanta riil dan M >0, maka dikatakan bahwa

p(h) menghampiri f(h) dengan orde penghampiran O(h") dan dapat ditulis
Sf(h)=p(h)+0O(h"),
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dengan O(h") merupakan orde galat dari penghampiran suatu fungsi.

Definisi 2 (Orde Konvergensi) (Sharma dkk, 2011) Diberikan f(x) yang merupakan fungsi
dengan akar persamaan « dan {x, } adalah barisan bilangan riil untuk »n>0, yang konvergen
ke «. Selanjutnya dikatakan bahwa orde konvergensi dari deret adalah p, jika terdapat
sebuah konstanta real ¢ # 0dan p > 0 maka

X e

n+l

~a| _;

n+l|

n—»o P n—»ow P

X, —a|

e

n

Definisi 3 (COC) (Weerakoon dan Fernando, 2000) Misalkan « adalah akar persamaan

dari fungsi f(x) dan x,,,, x,, x, , merupakan tiga iterasi yang hampir mendekati akar « .

Kemudian Computational Order of Convergence (COC) dinyatakan dengan p dapat

diaproksimasi dengan

In (xn+1 _a)/(xn —0(]
p~ :
1n|('xn _a)/(xnfl —0{)
Definisi 4 (Indeks Efisiensi) (Walter G, 2012) Misalkan q adalah banyak evaluasi fungsi
yang dibutuhkan oleh suatu metode iterasi. Efisiensi dari metode tersebut dihitung dengan

indeks efisiensi yang didefinisikan sebagai / = 7 . dengan p adalah orde konvergensi dari

metode tersebut.

PEMBAHASAN
a. Metode Iterasi yang Dikembangkan

Pada Persamaan (3) memiliki orde konvergensi tiga dan memiliki indeks efisiensi
sebesar 14422, maka untuk meningkatkan orde konvergensi dan indeks efisiensi akan

digunakan persamaan kuartik y +xy +x* +x’ + ax” +bx + ¢ = 0untuk mentaksir f"(x,).
Menurut (Kansal dkk, 2015) Metode Hansen-Patrick dapat didefinisikan kembali

sebagai berikut:
Kyt =%, Cha S5) (5)
B+U=(B+DL,(x) |["(x,)

Kemudian ! pada Persamaan (5) diekspansi menggunakan deret

B+,JA=(B+DL,(x)
Taylor disekitar L, (x,), selanjutnya ekspansi deret Taylor dipotong hingga orde dua untuk

menyelesaikan Persamaan (5), sehingga diperoleh:
2
o Hl[f (xn)f(;c,,>J+1(ﬂ+3)(f (x,,)f(zxn)J f05) ©)
20 () 8 S (x,) S(x,)
Selanjutnya, f"(x,)akan ditaksir dengan menggunakan persamaan kuartik sebagai

berikut:

y+xy+xt+x° +ax’ +bx+c¢=0, 7)

dengan a,b, dan cadalah konstanta riil.

FMIPAKes UMRI Fis 18



Prosiding SainsTeKes Vol: 1/ Agustus 2019
Semnas MIPAKes UMRi .

Salanjutnya, Persamaan (7) memiliki turunan pertama dan turunan kedua sebagai
berikut:

y(xn)+xy(xn)+x4+x3+ax2+bx+c=0, (8)
y'(xn)+y(xn)+xy'(xn)+4x3+3x2+2ax+b=0, 9)
Y'(x,) +2y'(x,) + xp"(x,) +12x% +6x+2a =0, (10)

Dengan mengkondisikan y(x,) = f(x,), »'(x,)=f"(x,), dan »'"(x,)=f"(x,) maka
Persamaan (10) dapat dibentuk sebagai berikut :
£+ 21 (x,) +x, 1 (x,) +12x +6x, +2a=0. (11)

atau

-23x,(1+2x,)+ f'(x,)+a)
1+x, .

S'(x,) = (12)

Oleh karena, Persamaan (12) memuat nilai a,maka konstanta ditentukan dengan
menggunakan Persamaan (8) dan (9) dengan memisalkan y(w,) = f(w,)sehingga didapatkan:

ax; +bx, +c=—f(x,)=x,/(x,)=x, = x,, (13)
aw, +bw, +c=—f(w,)=w,f(w,)=w, =W, , (14)
2ax, +b=—f"(x,) = f(x,) = x,/"(x,)=3x; —4x,. (15)
dengan
&)
w, =X, o (16)

Selanjutnya, selesaikan Sistem Persamaan (13), (14), dan (15) dengan mengunakan

Softwere Maple 13, sehingga diperoleh nilai a:

a= 1 —(w, (fw,)+wi(w, +1) = x) (4x, +3) = f(x,) = f'(x,)1+x,))
x, (2w, +x,)+w

n

FOn)+ 302 +3x,) = f(x,)+ £106, )02 +1), (17)
Kemudian substitusikan Persamaan (17) ke Persamaan (12), sehingga diperoleh turunan
kedua dalam bentuk:

oy = 2 G CF )+ /5)e, 4 1)+ 00 () 1)) 2 ) T 00)| g
' S0 S () (4 x,) f&) )
Kemudian tambahkan satu parameter real & pada Persamaan (18) sehingga:

3. ' ' 3 ' 2
Py = _[2e(f(xn> (= G5,) + £ ), + 1)+ L0, (5,) f(5,)) 20'(x,) f(wn)J o)

@) f(x) 1+ x,) [(x,)?
Substitusikan Persamaan (19) ke Persamaan (6) diperoleh:
_— [1{ 4,0 +f(wn)J+ 1 /m)[ 4,0 +f(wn)J2J TLERTP
L) fe)x,)  f(x,)) 2 JACRWICHIEERRNICHY I NACH)
dengan
Ap = () F )+ (), + D)+ fF(w,) /'(x,) f(x,). 21)

Persamaan (20) merupakan modifikasi Metode Hansen-Patrick yang melibatkan tiga
evaluasi fungsi yaitu f"'(x,), f(w,) dan f(x,).
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b. Analisis Konvergensi

Berikut ini akan dijelaskan mengenai orde konvergensi dari Persamaan (20), melalui
teorema berikut ini.
Teorema 2. Asumsikan o €/ adalah akar dari fungsi f(x) dengan f:Ic R yang

terdiferensial pada interval terbuka 7. Jika x, cukup dekat ke «, maka Persamaan (20)
memiliki orde konvergensi empat untuk € =0 dan g =1 dengan persamaan galat:
€ = (50; - Czca)e: + O(e:) . (22)
Bukti
Misalkan o adalah akar dari f(x), maka f(«)=0. Selanjutnya diekspansi fungsi
f disekitar x, = a dengan menggunakan Deret Taylor, diperoleh
S@x,) = f(@)e, +cre; +cse, +ege, +ese, +0(e,) (23)
dan
f'(x,) = (@) 1+ 2c,e, +3cse’ +4c,e, +5cser +0(e) . (24)
Kemudian Persamaan (23) dan Persamaan (24) dibagi sehingga diperoleh
[(x,) _ S'(@)e, +ere, +se, +ege, +se, +0(ey)
() @)1+ 265, +3c;6> +4e,e’ +5cset +0(e)

=e, —cye; +(2c; —2¢;)e; +(16¢c, —36¢ic; +9c; —5¢s)er +0(e)). (25)

Oleh karena
) (26)
/'(x,)
maka subsitusikan Persamaan (25) ke Persamaan (26), diperoleh
fw,) = f(@)c,el +(2¢5 —2¢3)e; +(5¢; —Teyeq +3¢y)en +0(e))) - (27)

Selanjutnya Ay pada Persamaan (21) ditentukan dengan menggunakan Persamaan (24) dan
(27), diperoleh

A, =1 (06)4((1+4a+f (@), +(3+5¢, +200c, + f(@)56 + f(@)26)e, +0(€§))- (28)
Selanjutnya subsitusikan Persamaan (23), (24), (27), dan (28) ke Persamaan (20), sehingga
diperoleh

1 o 1
X, = +(5C§(1_ﬂ)+m(m(4a +1)+02JJ63 +

Gaor@ a)12 @) ([Goﬂ +%+ 7a]f'(a)ﬂ + (30[ +%a2 +%jf'(a)Jc§ +
(f"(@)(1+a)f+(2a=2)f"(@)be; +((—2—4a—2a°) [ (@) +
(I+2a+a’)f'(a)c; +((4a’ +S5a+1)f-2-8a” - f'(a)-10¢)8)c,
+(46c, (@) + (2= @)B)e; + OCe;) (29)
Persamaan (29) memberikan informasi bahwa orde konvergensi (20) meningkat jika

diambil =0 dan g =1 sehingga dengan mensubstitusikan kembali 6 dan 3 ke Persamaan

(29), maka diperoleh

Xy =+ (5c§’ —C,yCy )e;‘ + O(e,f) . (30)
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Oleh karena x, =e, +«a dan x,,, =e,,, + o maka Persamaan (30) menjadi

e =(5¢; —cye5)e; +0(ey) - (31
Persamaan (31) merupakan persamaan galat dari modifikasi Metode Hansen-Patrick
menggunakan Persamaan Kuartik (MHP) yang menghasilkan orde konvergensi empat dengan

0=0 dan B=1 yang melibatkan tiga evaluasi fungsi. Berdasarkan orde konvergensi dan

1
jumlah evaluasi fungsi maka nilai indeks efisiensi adalah 43 ~1,5874 .

c. Simulasi Numerik

Pada sub-bagian ini akan dilakukan penghitungan numerik untuk
membandingkan metode iterasi yang diberikan pada Pesamaan (20) yang disebut varian
metode Hansen-Patrick (MVHP) dengan beberapa metode iterasi seperti Metode Newton
(MN), Metode Chebyshev (CB), Metode Halley (HL), Metode Potra-Ptak (PP). Kemudian
untuk membandingkan hasil simulasi numerik akan digunakan beberapa fungsi nonlinear
untuk memperlihatkan bahwa MHP lebih efektif digunakan dibandingkan dengan metode
iterasilainnya. Uji simulasi numerik dilakukkan dengan menggunakan Mapel 13 dengan digit
850 desimal, dengan menentukan nilai awal x, sedekat mungkin dengan akar persamaan.

simulasi

Iterasi akan berhenti ketika <& dengan £ =107,

Xnrl ~ Xy
Adapun fungsi-fungsi yang akan digunakan adalah sebagai berikut :
fi(x)=xe* =01, 0=0,111832559158962
fr(x)=e" —4x*, o.=4,30658472822069929833,
f3(x)=cos(x)—x, o =0,73909851332115160641
() =(x~-1)° =1, o= 2,0000000000000000,
fi(x)=x" +4x* =10, o = 1,36523003414096845760,
Sfo(x) = e T cos(x+1)+x* +1, o= -1,0000000000000000,

Tabel 1 menunjukan jumlah iterasi (IT) yang memenuhi rumus berikut :

X, —X,|<é&. (32)
Hasil perhitungan COC dan banyaknya iterasi yang digunakan untuk setiap metode
iterasi yang dibandingkan diberikan pada Tabel 1. Nilai-nilai dalam kurung pada Tabel 1

adalah orde konvergensi yang dihitung secara komputasi (COC)

Tabel 1. Jumlah Iterasi dan COC

S&x) | x, MN CB HL PP MVHP
—0,2 | 8(2,000000) | 6(3,000000) | 7(3,000000) | 4(3,000000) | 3(4.000000)
Hix) 0,3 | 10(2,000000) | 8(3,000000) | 5(3,000000) | 5(3,000000) | 4(4,000000)
4,0 | 8(2,000000) | 6(3,000000) | 5(3,000000) | 6(3,000000) | 5(4,000000)
120 4,5 | 7(2,000000) | 5(3,000000) | 5(3,000000) | 5(3,000000) | 4(4,000000)
£i(x) | 1,0 | 7(2,000000) | 6(3,000000) | 5(3,000000) | 6(3,000000) | 5(4,000000)
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1,5 | 7(2,000000) | 6(3,000000) | 6(3,000000) | 6(3,000000) | 5(4,000000)
1,8 | 8(2,000000) | 6(3,000000) | 5(3,000000) | 6(3,000000) | 4(4,000000)
J4@) 3,0 | 9(2,000000) | 6(3,000000) | 6(3,000000) | 6(3,000000) | 4(4,000000)
1,0 | 8(2,000000) | 5(3,000000) | 5(3,000000) | 5(3,000000) | 4(3,999999)
1s() 2,0 | 8(2,000000) | 5(3,000000) | 5(3,000000) | 5(3,000000) | 4(3,999999)
~1,5 | 7(2,000000) | 6(3,000000) | 5(3,000000) | 5(3,000000) | 4(4,000000)
Je®) 0,0 | 7(2,000000) | 6(3,000000) | 6(3,000000) | 6(3,000000) | 4(4,000000)

Tabel 1 menunjukkan jumlah iterasi dari metode iterasi MVHP lebih sedikit
dibandingkan dengan metode iterasi lainnya. Selain itu, berdasarkan Tabel 1, metode iterasi
MHP mempunyai orde konvergensi empat.

Selain menggunakan COC sebagai ukuran untuk mengetahui preforma suatu metode

iterasi, nilai mutlak | f(x,)

juga dapat digunakan sebagai ukuran performasi dengan melihat

ketelitian yang dihasilkan. Nilai-nilai mutlak dari fungsi untuk total evaluasi fungsi (TNFE)
sebanyak 12 diberikan pada Tabel 2.

Tabel 2. Nilai | /(x,)

dengan TNFE = 12

yACY)

Xo

MN

CB

HL

PP

MVHP

Ji(x)

—-0,2

3,0850(e—36)

1,0650(c—09)

1,0650(c—09)

4,6605 (¢-37)

54214 (e~104)

0,3

1,0735(e—42)

2,5868(e—11)

2,5868(e—11)

2,2815 (e-37)

8,1273 (e-94)

Sr(x)

4,0

5,0253(e—33)

1,5283(e—07)

1,5283(e—07)

4,2981(e—23)

4,3948(e—54)

4,5

3,1919(e—52)

2,4263(e—12)

2,4263(e—12)

2,8677(e—56)

9,2032(e—166)

S ()

1,0

3,0049(e—83)

1,0695(e—20)

1,0695(e—20)

1,2720(c—94)

1,8440(c—268)

1,5

3,7607(e—64)

6,3613(e—16)

6,3613(e—16)

6,5333(e-72)

9,0041(c—188)

Sa(x)

1,8

2,8660(e—41)

1,6678(c—10)

1,6678(c—10)

3,9463(e-35)

5,4148(e-87)

3,0

4,6449(c—16)

3,3470(e—04)

3,3470(e—04)

5,8202(e—15)

1,2284(c—39)

f5()

1,0

3,9823(e—43)

3,5123(e—10)

3,5123(e—10)

3,0006(e—38)

3,0001(e—98)

2,0

1,2360(e—37)

8,2905(e—09)

8,2905(e—09)

4,0072(e—39)

2,2108(e~112)

Se(x)

-1,5

5,7389(e—66)

7,1934(e—16)

7,1934(e—16)

1,6494(e~72)

7,8388(e—193)

0,0

1,9261(e—65)

2,7363(e—16)

9,7363(e—16)

1,7252(e—67)

1,7102(e—156)

Tabel 2 menunjukkan bahwa MVHP mempunyai ketelitian dan akurasi yang lebih baik
dibandingkan metode Newton, metode Chebyshev, metode Halley dan metode Potra-Ptak.
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KESIMPULAN

Pada makalah ini, penulis mengembangkan metode iterasi Hansen-Patrick menggunakan
persamaan kuartik. Berdasarkan hasil kajian diperoleh metode varian metode Hansen-Patriks
(MVHP) dua parameter dengan orde konvergensi empat untuk =0 dan p=1 yang

melibatkan 3 evaluasi fungsi. Indeks indeks efisiensi yang dihasilkan dari metode varian
Hansen-Patriks sebesar 1,5874.

Selanjutnya, berdasarkan dari Tabel 1 dan 2 pada simulasi numerik juga menujukkan
bahwa performa metode iterasi yang meliputi jumlah iterasi, COC, nilai mutlak f (x,) dari
metode MVHP lebih baik dari metode Newton, metode Chebyshev, metode Halley dan
metode Potra-Ptak.
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